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Îá îäíîì êðèòåðèè ñîáñòâåííîñòè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
Âîðîòíèêîâ Ä.À.
12
Èçâåñòíà òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ñîáñòâåííîñòüþ è çàìêíóòîñòüþ îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.
Íàïðèìåð [1℄, äëÿ îòîáðàæåíèé áàíàõîâûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñò-
âîì ðåäãîëüìîâîñòè, ýòè ïîíÿòèÿ ýêâèâàëåíòíû. Â òî æå âðåìÿ ñâîéñòâî ñîáñòâåííîñòè îòîáðà-
æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ïðè ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ òåîðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñòå-
ïåíè.
Â ýòîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îáùèé êðèòåðèé ñîáñòâåííîñòè äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé,
áëèçêèé ïî äóõó ê âûøåóïîìÿíóòîìó ñâîéñòâó ðåäãîëüìîâûõ îòîáðàæåíèé. Êðèòåðèé ïðèâå-
äåí â îðìå äâóõ òåîðåì: ïðÿìîé è îáðàòíîé.
1 Î ìóëüòèîòîáðàæåíèÿõ
Î ñâîéñòâàõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ìîæíî ïîäðîáíî óçíàòü, íàïðèìåð, â [2℄. Ìû æå çäåñü îòìåòèì
ëèøü ýëåìåíòàðíûå âîïðîñû.
ÏóñòüX, Y - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì F èçX â Y (îáîçíà÷à-
åòñÿ F : X ⊸ Y ) íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå x ∈ X íåêîå íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Y , îáîçíà÷àåìîå F (x). Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò òàê-
æå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿìè.
Äëÿ A ⊂ Xîáðàçîì F (A) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {y ∈ Y |∃x ∈ A, F (x) ∋ y}.
Äëÿ B ⊂ Y ïîëíûì ïðîîáðàçîì F−1
−
(B) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {x ∈ X|F (x) ∩B 6= ∅}.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ y ∈ Y : F−1
−
(y) = {x ∈ X|y ∈ F (x)}.
Åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî B ⊂ Y ìíîæåñòâî F−1
−
(B) çàìêíóòî, òî F íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðå-
ðûâíûì ñâåðõó.
Åñëè F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è îáðàç F (x) âñÿêîé òî÷êè x ∈ X êîìïàêòåí, òî îáðàç F (A)
âñÿêîãî êîìïàêòíîãî A ⊂ X êîìïàêòåí [2℄.
Åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî B ⊂ Y ìíîæåñòâî F−1
−
(B) îòêðûòî, òî F íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðå-
ðûâíûì ñíèçó.
Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xn →
n→∞
x0 èç
X è yn →
n→∞
y0 èç Y , yn ∈ F (xn) âûïîëíåíî y0 ∈ F (x0).
Âñÿêîå ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèå, ó êîòîðîãî îáðàç êàæäîé òî÷êè çà-
ìêíóò, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì [2℄.
Áóäåì íàçûâàòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X ⊸ Y ñîáñòâåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòíîãî B ⊂ Y ìíîæåñòâî F−1
−
(B) êîìïàêòíî.
Áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå F òîïîëîãè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî
A ⊂ X çàìêíóòûì áóäåò è F (A).
Çàìå÷àíèå. Îäíîçíà÷íûå òîïîëîãè÷åñêè çàìêíóòûå îòîáðàæåíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò ïðîñòî
çàìêíóòûìè. Â òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé çàìêíóòûìè íàçûâàþò íåñêîëüêî äðóãèå
îòîáðàæåíèÿ (ñì. âûøå).
Ñèìâîëàìè R,N, Z áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ, íàòóðàëü-
íûõ, öåëûõ ÷èñåë.
Ââåäåì åùå äâà òåðìèíà.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ X ðàâíîìåðíî òåëåñíî, åñëè ïåðåñå÷åíèå A ñ ëþáûì
îòêðûòûì øàðîì ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîäåðæèò äðóãîé îòêðûòûé øàð.
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Ïîíÿòíî, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíî òåëåñíî. Ïîëóèíòåðâàëû è îòðåçêè â
R òàêæå ðàâíîìåðíî òåëåñíû.
Ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X ⊸ Y ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó,
åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî B ⊂ Y ìíîæåñòâî F−1
−
(B) ðàâíîìåðíî òåëåñíî.
Âñÿêîå ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæåíèå, â ÷àñòíîñòè, îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå, ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.
Âìåñòå ñ êàæäûì F : X ⊸ Y ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F˜ : F (X)⊸ X,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ òàê: F˜ (y) = F−1
−
(y). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ B ⊂ Y : F˜ (B
⋂
F (X)) =
F−1
−
(B). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî F˜−1
−
(A) = F (A) äëÿ âñåõ A ⊂ X . Äåéñòâèòåëüíî,
y ∈ F˜−1
−
(A)⇔ F˜ (y) ∩A 6= ∅ ⇔
⇔ ∃x ∈ A, x ∈ F−1
−
(y)⇔ ∃x ∈ A, F (x) ∋ y ⇔ y ∈ F (A).
2 Êðèòåðèé ñîáñòâåííîñòè
Òåïåðü ìû ñîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü X, Y  ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà,
F : X ⊸ Y ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó. Ïóñòü X ïîëíî. Ïóñòü äëÿ âñÿêîãî y ⊂ Yìíîæåñòâî
F−1
−
(y) çàìêíóòî, íî íå ñîäåðæèò íè îäíîãî îòêðûòîãî øàðà. Òîãäà, åñëè F òîïîëîãè÷åñêè
çàìêíóòî, òî F ñîáñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü y0 ⊂ Y  ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî F
−1
−
(y0) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ïî òåîðåìå Õàóñäîðà F−1
−
(y0) íå èìååò êîíå÷íîé 3δ - ñåòè,
ãäå δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî. Ïîýòîìó F−1
−
(y0) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z1, z2, ...
òî÷åê, ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè íå ìåíüøå 3δ (åñëè áû òàêèõ òî÷åê áûëî ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî z1, ..., zm, òî îñòàëüíûå òî÷êè F
−1
−
(y0) îòñòîÿëè áû îò ýòèõ ìåíüøå, ÷åì íà 3δ; ò.å.
z1, ..., zm áûëî áû 3δ-ñåòüþ). Âìåñòå ñ êàæäîé zi(i ∈ N) ðàññìîòðèì îòêðûòûé øàð G˜i = B(zi, δ)
ñ öåíòðîì â zi ðàäèóñà δ. ßñíî, ÷òî åñëè äâå òî÷êè ëåæàò â ðàçíûõ G˜i è G˜j , òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè íå ìåíåå δ. àññìîòðèì òåïåðü â Y îòêðûòûå øàðû Bn = B(y0,
1
n
) (n ∈ N). Ò.ê.
F ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó, òî F−1
−
(Bn) ðàâíîìåðíî òåëåñíî. àññìîòðèì ìíîæåñòâî
˜˜
Gn =
G˜n
⋂
F−1
−
(Bn). Îíî íå ïóñòî, ò.ê. ñîäåðæèò zn. Ò.ê. F
−1
−
(Bn) ðàâíîìåðíî òåëåñíî, òî íàéäåòñÿ
êàêîé-íèáóäü îòêðûòûé øàð, ñîäåðæàùèéñÿ â
˜˜
Gn. Îáîçíà÷èì ýòîò øàð ÷åðåç Gn. Ïî óñëîâèþ
òåîðåìû Gn íå ñîäåðæèòñÿ ïîëíîñòüþ â F
−1
−
(y0), ò.å. íàéäåòñÿ xn ∈ Gn, y0 /∈ F (xn). Íî xn ∈
Gn ⊂ F
−1
−
(Bn). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ yn ∈ Bn òàêîå, ÷òî yn ∈ F (xn). Ò.ê. òî÷êè xn ëåæàò â G˜n,
òî ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè íå ìåíåå δ. Ò.å. {xn}n∈N  ìíîæåñòâî áåç ïðåäåëüíûõ
òî÷åê. Ïîýòîìó îíî çàìêíóòî. Íî F òîïîëîãè÷åñêè çàìêíóòî, ïîýòîìó F ({xn}n∈N) çàìêíóòî.
Íî {yn}n∈N ∈ F ({xn}n∈N). Ò.ê. yn ∈ Bn, òî yn →
n→∞
y0; ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî y0 ∈ F ({xn}n∈N). Íî ýòîãî
íå ìîæåò áûòü, ò.ê. äëÿ âñÿêîãî n y0 /∈ F (xn). Ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, äëÿ âñÿêîãî y0 ìíîæåñòâî F
−1
−
(y0) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Íî F
−1
−
(y0) çàìêíóòî ïî
óñëîâèþ. Çíà÷èò, F˜ (y0) = F
−1
−
(y0) êîìïàêòíî äëÿ âñÿêîãî y0 ∈ F (X).
Äàëåå, F˜ : F (X) ⊸ X ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A çàìêíóòî â X , òî
F˜−1
−
(A) = F (A) çàìêíóòî â Y , ò.ê. F òîïîëîãè÷åñêè çàìêíóòî. Î÷åâèäíî òîãäà, ÷òî F˜−1
−
(A)
çàìêíóòî è â F (X).
Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. ï.1.), ïðè ìóëüòèîòîáðàæåíèè F˜ îáðàç ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà
êîìïàêòåí.
2
Ïóñòü B  êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Y . Ò.ê. F (X) çàìêíóòî â Y , òî F (X) ∩ B êîìïàêòíî (â
F (X)). Òîãäà F˜ (F (X) ∩ B) êîìïàêòíî. Ò.å. F−1
−
(B) êîìïàêòíî, è ñîáñòâåííîñòü F äîêàçàíà.
3 Çàìå÷àíèÿ
Çàìå÷àíèå 1. Â îðìóëèðîâêå òåîðåìû 1 ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó íåëüçÿ çàìåíèòü
íà ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð. àññìîòðèì îòîáðàæåíèå
F : R⊸ R:
F (x) = {x} (ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè x), åñëè x /∈ Z;
F (x) = R, åñëè x ∈ Z.
Îòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è òîïîëîãè÷åñêè çàìêíóòî. Ïîëíûé ïðîîáðàç âñÿêîé
òî÷êè y åñòü ìíîæåñòâî {y}∪Z. Ïîíÿòíî, ÷òî îíî çàìêíóòî è íå ñîäåðæèò íè îäíîãî øàðà, íî
íå êîìïàêòíî. Ïîýòîìó F íå ñîáñòâåííî.
Çàìå÷àíèå 2. Òðåáîâàíèå ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó â òåîðåìå 1 ñóùåñòâåííî ñëàáåå
òðåáîâàíèÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü
îòîáðàæåíèå F : R⊸ R çàäàíî òàê:
F (x) = {|x|+ 1} ïðè |x| > 1;
F (x) = {|x|+ 1, 1− |x|} ïðè |x| = 1;
F (x) = {|x|+ 1, 1− |x| , |x| − 1} ïðè |x| < 1.
Ïðè îòîáðàæåíèè F ïîëíûé ïðîîáðàç âñÿêîé òî÷êè êîíå÷åí, à ïîòîìó çàìêíóò è íå ñîäåð-
æèò øàðà. ßñíî òàêæå, ÷òî F òîïîëîãè÷åñêè çàìêíóòî. Ïîëíûé ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà ðàâíîìåðíî òåëåñåí, íî íå îáÿçàòåëüíî îòêðûò: íàïðèìåð, ïîëíûé ïðîîáðàç ìàëîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ ñîäåðæèò êðàéíèå òî÷êè +1 è -1. Èòàê, îòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì òåîðåìû, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó.
4 Îáðàòíàÿ òåîðåìà
Ýòîò ïóíêò ïîñâÿùåí òåîðåìå, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü îáðàòíîé ê òåîðåìå 1.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü X, Y  ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà,
F : X ⊸ Y  çàìêíóòîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Òîãäà, åñëè F ñîáñòâåííî, òî F òîïîëîãè÷åñêè
çàìêíóòî.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü A - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â X . Ïîêàæåì, ÷òî F (A) çàìêíóòî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
yn ∈ F (A), yn →
n→∞
y. Ìíîæåñòâî Y0 = {y} ∪ {yn}n∈N êîìïàêòíî. Ïîýòîìó è F
−1
−
(Y0) êîìïàêòíî.
Ò.ê. yn ∈ F (A), òî íàéäåòñÿ xn ∈ A òàêîå, ÷òî yn ∈ F (xn). Ïîíÿòíî, ÷òî {xn}n∈N ∈ F
−1
−
(Y0).
Ïîýòîìó {xn}n∈N áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñõîäèòñÿ; xn →
n→∞
x. Ò.ê. xn ∈ A, òî x ∈ A. Íî F
çàìêíóòî, ïîýòîìó y ∈ F (x) ⊂ F (A). Èòàê, F (A) çàìêíóòî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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